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RESUMEN/ABSTRACT

Los programas computacionales, para la solucion a problemas de la cotidianidad, son muy comunes, por la rapidez
en que pueden obtenerse resultados, que por los métodos tradicionales, serian muy trabajosos y sobre todo, aquellos
en que las soluciones llevan repetidos célculos. El trabajo pretende demostrar, como a través de la programacién,
aplicando el método de la solucién exacta, se logran resultados rapidos, precisos, sobre similitudes y diferencias entre
distintas geometrias en la transferencia de calor, que demuestran el comportamiento, segin parametros, en igualdad
de condiciones, (propiedades geométricas; didmetros, longitud, espesores, volimenes) y fisicas, (conductividad
térmica, calor especifico y densidad), apreciando como influyen, en resultados como, tiempos de enfriamiento,
produccién segun las propiedades fisicas y el disefio del equipo, indices de consumo, temperaturas en el centro y
superficie y otras, segun, el método de extrusion de tuberias plasticas, necesarios en procesos productivos que
requieren de monitoreo constantes.

Palabras clave: Procesos de extrusion, geometrias simples, modelacion, propiedades fisicas, transferencia de calor, Software
Wolfram Mathematica.

Computer programs for the solution to problems of everyday life, are very common, how quickly results can be
obtained, than by traditional methods would be very laborious, and the conclusions to be arrived, for those in
solutions , lead repeated calculations, even more. The aim of this work is to demonstrate, and through programming
with Wolfram Mathematica 8.0 for the method of the exact solution, quick results are achieved and more accurately
than by the method of approximation, the first term or any other, making it possible, depending on the worked
geometries, perform different types of comparisons or studies demonstrating their behavior, to various parameters
taken into account, on equal terms, as they are, geometric properties, as diameter, length, thickness, volume and
physical properties such as thermal conductivity, specific heat and density, appreciating how they influence on results
as cooling times, production according to the physical properties and equipment design, consumption rates,
temperatures in the center and surface and others, according to the method of extruding plastic pipes, very necessary
in production processes requiring precise monitoring and constant.

Keywords: Plastic extrusion, simple geometries, modeling, physical properties, heat transfer, Software Wolfram Mathematica.
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INTRODUCCION

El Wolfram Mathematica, por sus caracteristicas, es utilizado en areas cientificas de ingenieria, en sus variadas
especialidades, matematicas y computacionales. Comunmente considerado como un sistema de &lgebra
computacional, Mathematica es también, una poderosa herramienta para las programaciones, de propdésito general.
De ahi, que puede ser utilizado, para maltiples soluciones, a problemas ingenieriles [1-3], siendo un lenguaje, que se
actualiza constantemente, siempre con mayores posibilidades de aplicacién.

Generalmente la solucion a problemas de transferencia de calor en tuberias y placas en la tecnologia por extrusion se
realizan por el método de la aproximacion del primer término, teniendo en cuenta la facilidad de calculo sobre todo
para problemas donde no se requiere de una elevada exactitud, pudiéndose alcanzar con él hasta un 96-98%,
aproximadamente haciéndose muy complejo alcanzar precisiones superiores sin que se utilice el de la solucién exacta.

El método de la solucion exacta requiere de andlisis numéricos para su solucién por la complejidad de sus ecuaciones
y de ahi la utilizacion de distintos software. Para este caso la solucién con Wolfram Mathematica 8.0, parte siempre
de la conformacion de las ecuaciones que representan a cada una de estas geometrias, para el caso de las placas,
coordenadas cartesianas y para las tuberias coordenadas cilindricas, las cuales deben ser meticulosamente
desarrolladas, para obtener los resultados deseados, pues la solucion para cada una de ellas, tienen semejanzas [4-6].

El trabajo pretende demostrar, la viabilidad del uso de este software, para lograr resultados rapidos y con las presiones
que se requieren, para cada una de las particularidades que se presenten, pudiendo ser una forma de comparacion de
parametros, como el comportamiento energético de geometrias diferentes. En este caso, las placas y tuberias, en
volimenes, teniendo en cuenta parametros y materias primas similares, en cuanto a produccidn, indices de consumo,
tiempos de enfriamiento, temperaturas exteriores e interiores y otras [7-9].

MATERIALES Y METODOS

En la transferencia de calor, existen muchas formas para la solucion de problemas, utilizados en ingenieria, en este
primer caso, la solucion para la programacion en, Wolfram Mathematica 8.0, corresponde a una placa, rodeada por
un fluido convector, a la temperatura final Tr, que se introduce instantdneamente en el fluido en las condiciones en
gue la resistencia a la transferencia de calor es muy pequefia, figura 1. Por el concepto de placa y que el fluido es el
mismo y se encuentra por ambos lados, existe simetria y resulta que el coeficiente convectivo hc, seré el mismo entre
ambas semiplacas, de forma que, considerando esta placa infinita de espesor (esp. = 2 L) para la que en el tiempo
(t=0), existe una distribucion de temperatura conocida y en la que no existen efectos de bordes, se aplica la ecuacion
diferencial [1-10-11], ecuacion (1).

Fig. 1. Interpretacion de la condicién de contorno de conveccion,
en una placa infinita.

2
aa—; =%, con: T =(x,t)
OX (1)
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Haciendo cambio de variable @ =T - Tr con T+ 0; ecuacion (2):

’w  ow

B )
Cuya solucion general es; ecuacion (3):
= 26" [BiSen(4x) — B2Cos(2x)] (3)
Y las condiciones de contorno.

ParaT=0, -L<X>L; ®=fxn0T, 2-Para T >0 secumplird que; ecuacion (4):

h
- Xx==*L, -k (a—(pj :hcgp; [@J :__C@:al@
x=0: [Oqjj =0 OX Jx=+L OX )=t Kk
x=0

OX (4)

Como el fluido a ambos lados de la placa es el mismo entonces.

D= D.x entonces h, K = Cte =—a, y laigualdad se cumple para cualquier valor de ®.

Teniendo en cuenta la condicion de contorno x =0; ecuacion (5):

o 0 -2t 3 )
(ij:o =0-48 [B1Cos(2x) BZSen(lX)]XZO = B1-=0 (5)

La solucion se reduce a, ecuacién (6):
6=Be™*'Cos(hx) (6)
La condicion de contorno en (x = £L) permite obtener los valores de A; ecuacion (7):

(%j _ M= BaeF —sen(Ax)],_, = - C(Be F “'Cos(AX)],_,
or Jx=+|_ k k "

AL
Sen(AL) = :—ZCOS(;LL) ; Cotg(AL) = B

O

Dicha ecuacion se satisface para un nimero infinito de valores del pardmetro ( A L), por lo que para un valor de L
dado, sus soluciones se encuentran para diversos valores de A, con interseccion en las curvas: ecuacién (8),

AL
y=Cotg(AL) ; y=—
Bi (8),

notese la dependencia de la ecuacién con respecto a B.
Por lo que la distribucion de temperatura, es una serie de la forma; ecuacion (9):

d) :Tc_Tf

=23* A e_x2na.t Sen(AnL)Cos(hnX)
- n=1/\Nn

9
P To =T AnL + Sen(AnL)Cos(Anl) ( )

Enlaque An,eslaraiz enésima de la ecuacion; ecuacion (10):
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AnL

Cotg(AsL) = B (10)

La condicion inicial ¢ = f(x) = ¢, = Cte, para (t=0) es; ecuacion (11):

f(x) =X, BaCos(AnL) (11)
A partir de la cual se obtiene By, teniendo en cuenta, la teoria de las funciones ortogonales.
La expresion de la distribucion de temperatura, en la placa infinita, funcion de la posiciény el tiempo es; ecuacién

(12):

Cos(hnx) Jf(x)Cos(u)d  (12)

2
¢ = 22 ;C‘:]_;\‘neik na't
AL + Sen(AnL)Cos(AnL) o

Para el caso particular, en que la primera condicion de contorno fuese de la forma.

¢ = f(x) = ¢, = Ctela ecuacion anterior se transforma en; ecuacion (13):
T-T s i ]
o _ =T _257 e Aot Sen(inl)Cos(Anx)

13
b To—Ty AnL + Sen(inL)Cos(AnL) (13)

La temperatura @ = T¢ — Ty en el eje de la placa (x = 0) de espesor (2 L) es; ecuacion (14):

(14)

e o T gy g e_)bzna.t Sen(xnn L)
N - n=1/\n
o To—T n AnL + Sen(AnL)Cos(AnL)

Para el segundo caso, la programacion en Wolfram Mathematica 8.0, para la tuberia, el procedimiento es similar al
anterior, pero la longitud caracteristica de la placa (L), que varia de la superficie al centro, es sustituida por la (r), que
es el radio, que varia desde la superficie de la tuberia, hasta su radio interior, otra diferencia, en este caso, es que se
resuelve con la ecuacién en coordenadas cilindricas y son utilizadas, las ecuaciones de Bessel y Newman, debido a
la distribucion de temperatura, que existe en este tipo de geometria, ademas, en la placa, existe dependencia del
namero de Biot y en la tuberia no; ecuacion (15):

0% 10 109 b=
;Jr?ﬁ_aﬁ, con:p=T-T, (15)
.

donde @, es la temperatura adimensional, que es una funcién del radio y el tiempo, T es la temperatura en grados
Celsius, Tt es la temperatura final. Aplicando el método de separacion de variables, las ecuaciones diferenciales
ordinarias resultantes y sus soluciones son; ecuacién (16):

‘R 1dR -
dz + r((]jlr =—A"R, solucién general: R = BiJo(Ar) + B2Yo(Ar) (16)
dr

donde R es una funcion, que depende solamente del radio, Jo es la funcién de Bessel de primera especie, de orden
cero, Yo es la funcion de Bessel de segunda especie, de orden cero o (funcién de Newman), B; y B2 son constantes;
ecuacion (17):

2
dee = —2\%a- dt, solucion general: 6 = Bse_x ol 17
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donde 6, es una funcion que depende solamente del tiempo y B es una constante.

Si se tratara de un cilindro macizo, entonces, como este no puede admitir en su eje (r = 0), una solucion infinita, por
cuanto Yo = -co resulta que B, tiene que ser (0) y se obtiene una ecuacion de la forma; ecuacion (18):

R = BiJo(Ar)  (18)
La solucion general que proporciona la distribucién de temperatura es; ecuacion (19):
o =Be "B, (Ar) = Be ™I (nr) (19)
Enlaque B y A son constantes que se determinan por las condiciones de contorno.
La condicion inicial es:
t=0; O0<r<R;¢="1(r)o ¢,
La condicion para un cambio brusco de temperatura en la superficie lateral del cilindro infinito es; ecuacion (20):

Moty ) ;3,0R) = 0= J,(WR) =0 (20)

¢=T-T, es: t>0;¢_,=0=Be
Por lo que ecuacion (21):
b= Be Mg _(ar) (21)
Que se tiene que cumplir para cualquier valor de t con las condiciones:

1) Para,t=0;0<r<R;¢=f(r)o ¢=T,

2) Para,t>0; _Ob _ —he
or,_n k

. .., 0
Teniendo en cuenta la segunda condicion de contorno y que — J, (Ar) = —1J, (Ar),
or

Resulta; ecuacion (22):

e h 2 JJ(AR) .. J.(AR) AR
Be * ' [-13,(4 =—C[B Aty } AR="0"Tl iy T 2y (22)
e [anen] kLo 04" R = J,(AR) ' J,(AR)  Bi Y

Que se satisface para infinitos valores de A con la interseccién de las curvas.
Siendo los valores de A, raices de la ecuacion; ecuaciéon (23):

Jo(AR) AR
J,(AnR)  Bi

(23)

Para el caso de una tuberia, con condiciones iniciales: t=0; ri<r <re; ¢ = f(r) 6 ¢, , la segunda constante no se

hace cero, como en el cilindro, [1], esta se busca también, con las condiciones de contorno segun figura 2. Su
obtencién es mas compleja, pues la constate B,, no puede ser cero, debido a que el centro (r = 0), no entra en el
dominio y para poder obtener una solucién del problema, se escribe una constante en funcion de la otra, a partir de
las condiciones de contorno y de esta forma, aplicando la teoria de funciones ortogonales, se obtiene una expresion
para esta constante. Condiciones de contorno parat > 0; ecuacion (24):
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CINELN

Fig. 2. Interpretacion de la condicién de contorno de conveccion,
en un elemento de volumen de una tuberia infinita.

De las condiciones de contorno, se obtiene la ecuacion transcendente, cuyas raices son los An de la ecuacion
solucion; ecuacién (25):

A, [31(A, re)Y1(A,1i) — Ju(A,ri)Y1(A, re)] — [ Jo(A, re)Y1(A, i) — Ji(4, ri)Yo(4,re)] = 0 (25)
donde J1 es la funcion de Bessel de primera especie, de primer orden y Y1 es la funcidn de Bessel de segunda especie
de primer orden.

Resultando que la solucién general del problema, es una combinacién lineal de infinitas soluciones, para los
infinitos auto valores de A; ecuacién (26):

. f rdo[Jo(r,r)Y1(n ri) — J1(x,ri)Yo(r,r)]dr
o(r,t) = Ze’xz‘“ ”re -[3o(x,r)Y2(A,ri) — LA, ri)YO(1,1)]
n=t J rLao(x,r)Y1(h,ri) - 3101, ri)Yo(r,,n]*dr

ri

(26)

La temperatura a dimensional queda en funcion del tiempo vy el radio, (riy re).
tempi= ¢(ri, t)

donde: tempi. Es la temperatura a dimensional en el radio interior de la tuberia.
tempe= ¢(re,t) : Temperatura a dimensional en el radio exterior de la tuberia

Se calcula finalmente, la temperatura para cualquier tiempo y espesor [14]. Para la temperatura en la superficie o
radio exterior (Ts); ecuacion (27):

Bret) =2 1n (27)

©

y para la temperatura intermedia o radio interior (To); ecuacién (28):

oriH = Lo "1 (28)

1 o0
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Suposiciones, la conveccion es forzada pues el agua se mueve impulsada por bombas.

Para darle solucién a todos estos casos, es necesario conocer o hacer algunos calculos como.
Ancho: 11 = Altura: 12 Longitud: Por lo tanto area de la bafiera sera: Ab =11 X 12

Flujo de agua: Q,

Calculo de la velocidad del agua: Area de flujo de agua, A, = Area de bafiera — Area de (tuberia, cilindro, o placa).

Area de tuberia = m. (D/2)2Si se conoce el flujo de agua entonces, Q= AV y V= QA

Se calcula el coeficiente de transferencia de calor (h), mediante el calculo del nimero de Reynolds, para saber si el
régimen es laminar o turbulento y Utilizar las correlaciones de Nusselt correspondiente; ecuacion (29):

pVD
eD =
Reynolds: H (29)
donde: p = Densidad de agua:(kg/m3),V = Velocidad de agua: (m/s) D = Didmetro o espesor: (m)

U = Viscosidad dinamica del agua:( N.s/m?). Con Rep Yy el nimero de Prandt (P;) se calcula el

Numero de Nusselt (Nys). EI' Pr se calcula por, ecuacion (30):
v _ uCp
=Y 30
A (30)

donde:
v = velocidad de difucion de momento y a = velocidad de difucion del calor

| = Viscosidad dinamica del agua Cp = Calor especifico del agua, k = Conductividad
termicadelagua W/ m. K

Este valor es facilmente encontrado en tablas.
Caélculo del nimero de Nusselt; ecuacién (31):

Nu = CRerS Prv/? (31)

Régimen aplicable para: 0,4 <R, <4 X 10° P,>0,7; donde: C y m son constantes que se toman por tabla segun el
valor de Reynolds. Otras correlaciones; ecuacion (32) y (33):

1
0,62-re 0% p3 RO \a108. (rkri
Nus = 0,3+ D T .((1+—=2-)8)%; (régimen Re_.P >0,02) (32)
s )é)o.zs 282000 °r
Pr
. 2
Nes = P (0,35 +0,47-Re™ (33)
Régimen aplicable para: Re >200y P, > 0,7
Coeficiente convectivo; ecuacion (34):
heNusX  (34)
)
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Las propiedades fisicas del material utilizado fueron:
k = 0,22 W/m. °K Conductividad térmica. p = 1400 kg/m® Densidad.
Cp. = 1273J/ kg°K Calor especifico.

Ademas, deben conocerse o calcularse, las propiedades del sélido, que se enfria o calienta, como densidad, calor
especifico y Conductividad térmica y con estos elementos se procede a la programacion. El flujo de la maquina
utilizada, fue de 270 kg/h, con 143 kW de potencia general, se considerd un 85 %, de esa potencia, igual a 122 kKW.

El programa se inicia, con la introduccion de los datos: Diametro de la tuberia o ancho fr la placa (mm), Espesor para
ambas (mm), temperatura inicial del material (°C), temperatura del agua de enfriamiento °C),temperatura deseada
(°C) para la superficie, radio interior o centro, flujo de la maquina (kg/h), dimensiones del intercambiador de calor,
propiedades del material y del agua, 0 tipo de superficie de intercambio. Con estos datos, realiza el calculo del tiempo
de enfriamiento, basado en el flujo segln disefio de la maquina. Posteriormente, calcula T; y T. segun la temperatura
deseada enrid re, 0 centro y con estos datos el tiempo que demora el enfriamiento para llegar a la temperatura deseada
segun sea el caso que tiene en cuenta las propiedades termofisicas del material, mediante la herramienta de trabajo
(software Wolfram Mathematica 8.0), se compara con la temperatura deseada de ser mayor o menor le suma, o le
resta el valor deseado, hasta llegar a la diferencia necesaria, segun la precision requerida.

Del resultado de este proceso, surge un tiempo de enfriamiento, que tiene que ver con las propiedades termo fisicas,
de la materia prima introducida, con el cual se realiza, un nuevo célculo del flujo maximo para la maquina, que no
tiene que ver directamente, con el de disefio y a partir de estos resultados, se obtienen los demaés, la mayor eficiencia
del equipo, es aquella que el resultado, segun las propiedades termo fisicas, estén lo mas cercano posible al disefio
productivo de la maquina, calculando a partir de este resultado, los indices productivos y de consumos 6ptimos, al
final hace un reporte de todos los indicadores que se le solicitan, dando la posibilidad ademas de conocer los valores
de cada una de las ecuaciones y variables que participan en el proceso. Una muestra de esto se visualiza en la
tabla 1, que es solamente una muestra de un reporte solicitado. Las graficas con las cuales se calculan los intervalos
y los coeficientes para la placa y la tuberia son diferentes, pues la placa es dependiente del nimero de Biot y la tuberia
no, por ser diferentes geometrias, apreciado en la graficas 1y 2, para un espesor de 4.3 mm. La figura 3, muestra
el procedimiento de célculo descrito.

Tabla.1 Comparacion entre tuberia diametro 90 mm y placa con sus dimensiones y propiedades
equivalentes

Espesor(mm) 5,4 4,3 3,5 2,7 2,2
Tiempo en alcanzar la temperatura deseada

en re(seg.) Tuberia 235 184 147 111 89
Tiempo en alcanzar la temperatura deseada

en re (seg.)Placa 215 163 128 96 75
Temperatura en ri. (°C) 62 55 50 47 44
Temperatura en re. (°C) 30 30 30 30 30
Produccion metros de tuberia 8 h segtn (p) 1075 1333 1622 2 083 2 542
Produccion metros de tuberia 8 h segun (PF) 978 1247 1562 2078 2 602
Produccion metros de placa 8 h segin (p) 1011 1269 1559 2021 2480
Produccion metros de placa 8 h segun (PF) 1072 1413 1 800 2451 3072
Volumen tuberia 1 m®, 0,00116 | 0,001158 | 0,00095 | 0,00074 0,00061
Volumen placa 1 m®. 0,00152 | 0,001215 | 0,00099 | 0,00076 0,00062
Diferencia de volumen placa- tuberia 1 m®. 0,00037 | 0000057 | 0,00004 | 0,00002 0,00001

(p) densidad materia prima como predominio, (PF) Propiedades termofisicas en funcion del proceso de enfriamiento.
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Introducir datos
Di = Diametro de la tuberia o ancho de la placa (mm)
Esp = Espesor de la tuberia o placa (mm)
To=temperatura inicial del material (°C)
TF = temperatura del agua u equipo para enfriamiento (°C)
Td = temperatura deseada ri o centro, re o superficie (°C)
Y = flujo de la maquina (kg/h)
Dimensiones de la bafiera u otro tipo de intercambiador de calor
Propiedades del material y del agua u otro tipo de intercambiador de

calor

Calculo del tiempo de enfriamiento,
t=f(¥)

:i:
Caélculo de Tiy Te utilizando el Modelo Matematico
desarrollado

t=t+1

\"
N

—

1l
—

'
=

»
>

AT=Td-Ti6 Te

AT: T

t= tu’plimo

Calculo del flujo maximo de la maquina para el tiempo 6ptimo de
enfriamientoWmax = f(t spiimo) y volimenes de las geometrias en estudio.

FIN

O:

Fig. 3. Diagrama de flujo del procedimiento descrito.
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Graf. 1. infinitas soluciones para los infinitos raf. 2. infinitas soluciones para los infinitos
auto valores 4, para tuberia auto valores 4, , para placa

RESULTADOS Y DISCUSIONES
Con la aplicacion del Wolfram Mathematica 8.0 como herramienta de trabajo para la solucion a problemas de
transferencia de calor por el método de la solucion exacta, se pueden obtener entre otros, los siguientes resultados.

Desarrollar los calculos con gran rapidez en tiempo real, de cada uno de los parametros necesarios, para la obtencién
del indice de consumo y productivo, para cada producto.

La posibilidad de tomar pardmetros, como una misma diferencia de temperatura, a la salida del extrusor y de entrada
a la bafiera, iguales espesores, distancias de enfriamiento, temperatura en el radio interior y exterior, asi como las
propiedades termo fisicas del material, y demostrar como varian los tiempos de enfriamiento, las producciones, los
indices de consumo y los volimenes de las geometrias en estudio.

La tabla 1, muestra, un reporte de pardmetros obtenidos con la aplicacién de la herramienta, a los que se le pueden
agregar otros. El nivel de precision en tiempo real, que se quiera obtener como es de (n=1 hasta ), sera fijada
segun la necesidad del proceso que se ejecute, (productivo o investigativo), facilidad que existe por utilizarse una
programacion de este tipo.

Otro ejemplo de las bondades de esta aplicacidn, se aprecia, al comparar basada en su exactitud, como los volumenes
y el tiempo de enfriamiento, disminuyen, en la medida, en que disminuyen los espesores, tendiendo a cero,
demostrando esta condicion, que verdaderamente, mientras mas fino el espesor, mas se acercan los valores entre
ambas geometrias, no obstante, se demuestra la no conveniencia, de usar, para la solucion a problemas de tuberias
de espesores finos, el darle el tratamiento como si fuera una placa, pues el resto de los indicadores a medir no presentan
la misma situacion.

Con la herramienta pudo definirse los dos pardmetros principales a tener en cuenta, para lograr una eficiencia
productiva y energética de este proceso. La densidad, con correspondencia directa, con el flujo del equipo y la
alcanzada con las propiedades termo fisicas del material, en funcién del proceso de enfriamiento, que aporta un
parametro mas a tener en cuenta, para cualquier analisis energético y productivo.

CONCLUSIONES

1- Con la utilizacion de esta herramienta de trabajo, (Wolfram Mathematica 8.0)se demostré que para desarrollar
cualquier analisis, del proceso productivo y definir un mejoramiento energético,en las maquinas extrusoras de tuberias
plasticas, es necesario, tener en cuenta, dos elementos esenciales. Para el flujo productivo, como base principal, la
densidad de la materia prima y desde el punto de vista energético, la conjugacién, de las propiedades termo fisicas
presentes en la misma, pues ambas act(ian diferentes en el proceso.

2- Se trabaja el programa como base con la temperatura deseada en ri y re para la tuberia que nos aporta el tiempo
minimo en alcanzarla para ambos y con este, se busca la temperatura deseada en la placa, para calcular la produccion
y los indices de consumo, en ambas geometrias.
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3- Se demostré ademas que los volumenes de la placa y la tuberia se reducen y tienden a cero en la medida que
disminuyen sus espesores, pero referido a la produccion aumenta en la tuberia con respecto al flujo de la maquina, y
segun las caracteristicas de la materia prima, la produccion es menor que la de la placa, con estas caracteristicas se
comportan igualmente los indices de consumo.
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